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SULLA 

RISOLDZIONE ALGEBRICI DELLE EfAZIOEK 

NOTA 

DEL PROF. GIUSTO BELLAVITIS 

Membro effettivo dell' 1. R. Istituto veneto di scienze } lettere 

ed arti 

(Estr. dal Voi. IV, Serie III degli Atti dell* Istituto stesso.) 

0 

Per trovare le radici di un’ equazione algebrica pos- 
sono ammettersi i seguenti postulati. 

Postulato \ ° Eseguire sui numeri le operazioni arit- 
metiche: somma, sottra, moltiplica, divisione od elevazione 
a potenza. 

Postulato 2.° Estrarre le radici dei numeri. 

Postulalo 5.° Tfovare ciascuna radice reale d’ ogni 
equazione algebrica a coefficienti reali. Questa operazione 
già presentita dal Vieta non è più difficile del postulato 2.°, 
tranne il caso che si adoperino i logaritmi. . 

Postulato 4.° Estrarre le radici degl’ immaginarli. Per 
gli esponenti superiori al due questa operazione non può 
eseguirsi se non che col postulato 3.° oppure col mezzo 
delle tavole trigonometriche. 

Risolvere un’equazione numerica col mezzo dei po- 
tutati l.°c 2.° può esser vantaggioso in quanto che si ado- 
perino i logaritmi, altrimenti ò più comodo attenersi al 
postulato 3.” — In quel modo non si poterono risolvere 
che le equazioni del 2.° grado, e qualche volta quelle del 5.” 
e del 4.° grado. 
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Risolvere un’ equazione qualunque a coefficienti reali 
od iramaginarii mediante i postulati 1 .“ 2.“ e 4.° è un pro- 
blema di cui facilmente si prevede l’impossibilità; ma la 
compiuta risoluzione delle equazioni dei quattro primi 
gradi fece nascere una speranza fondata sopra una fallace 
analogia: l’ essere indecomponibile l’esponente 5 può far 
supporre che col 4." grado siasi toccato il confine del pos- 
sibile ; poiché se non si possono risolvere le equazioni del 
5.° grado non si potranno per certo risolvere quelle di 
grado superiore. 

Il problema può presentarsi sotto questa forma : 

Date quante si vogliano funzioni razionali intere e simme- 
triche delle incognite reali od immaginarie x, y, z, u, 
t> ... , col loro mezzo e mediante i postulati 4.° 2.° 
e 4.° esprimere ciascuna delle x , y , . . . 

Disegniamo con / una funzione simmetrica, e con K 
una non-simmetrica, e poniamo 

(4) K=\/T . ; 

se in ambedue le J, K eseguiamo un’ alternazione tra le 
lettere x , y , cioè la sostituzione binomio indicata con 
( (# y)) ì Veggasi la Nota alla mia Sposizione della teo- 
ria dei determinanti. Memorie dell'Istituto, Voi. VII, p. 437) 
la J non cangia e la K diventerà 

((xy))K — K, , 

che dovrà esser data essa pure dalla (I), perciò indican- 
< 

do con i' una delle radici dell’unità dovrà essere 

ì 

K, — \ r K 
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Ripetendo sulla K l la stessa sostituzione binomia si ha 
((ocy)) h\-=zh' e ritorna la K , ciò richiede che sia 







dunque r = 2 e ((xy)) K = — Jf ; perciò: 

La sola funzione non-simmetrica , che possa ottenersi col- 
/’ estrazione di radice di una funzione simmetrica è la fun- 
zione alterna, cioè quella che per ogni alternazione cangia 
di segno conservando lo stesso valore. 

Ogni funzione suscettibile di due soli valori nasce dalla 
funzione alterna 

n= I x°y'z 2 u\.. I = ^z(x—y)(x—z)...(y—z)... 

Quindi la prima operazione da farsi per la risoluzione di 
qualsiasi equazione generale è 1’ estrazione di radice- . 
seconda della funzione simmetrica II 2 , che è I' ultimo ter- 
mine della trasformata ai quadrati delle differenze. Posto 

s n z=x"-i-y n -* 

per le due sole x, y si ha (Sposizione ecc. § 45) 

K* 1 = n 2 = 2s a — s 2 = x 2 — 2xy-\-y 2 

l*i *» 

di cui la radice è 11 = x — y 
Per le tre incognite x ,y ,z è 

*o 

s t s a s 3 = n 1 = 3 s % s 4 — s 2 * 4 — s * — 3 -f- 2 s, sj 3 , 

s % *3 s \ 

che ha la radice 

I \ \ 

n= x y z = yz 2 — y-z — xz 2 -\~xy 2 -\-x 3 z — x*y . 
x 2 y 2 z 2 
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Sia K una funzione suscettibile di due valori, i quali 
si ottengono successivamente mediante una qualsivoglia 
alternazione tra le incognite x, y, z, .... , cioè sia 

K = J -f- / Il essendo / J' due funzioni sim- 
metriche ; e mediante l’ equazione 

( 2 ) /,= 

si voglia trovare una funzione razionale L suscettibile di 
più di due valori. Una qualsivoglia sostituzione trinomia 
((xy z)) deve mutare la L in un’altra L t = ((xy z)) L-, 
ripetendo la medesima sostituzione si avrà la 

4= (( * y * )) L , P oi di nu ovo (( x y z )) = L ; 

questi tre valori deggiono esser dati dalla (2) perciò 

((xyz)) L=\ 7 L , ((xyz)) (v l) = \ 7 L 

(( xyz )) ( 2 r l) = ì' L = L 

dunque r = 5 ; perciò : Le funzioni suscettibili di sei 
valori (giacché la L ha Ire valori per ciascheduno della K) 
possono ottenersi soltanto estraendo la radice terza di una 
funzione K suscettibile di due valori. 

Nel caso delle tre xyz una funzione a due valori, 
di cui può estrarsi la radice terza è la 

, 9 9,3. „ 

S, — y g* V — 3 . n — 

= «’-(-y 3 -h * 3 ^ (x-y-hxy 1 -|-ec.)-{- 

3 

-f- Gxyz — -- (yz 2 — y 2 z— ec.) = x^~\-y ì ~hz ì -4- 
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-f- <ìxyz-\- |/ZT— 4) (yz'.-hxy'-t-x'z) — 
— -~( \Z^3-f- *) (y’z-h-xz'-ì-x'y) 



e la sua radice 



x — 




V-\ 



\S=ì—l 

2 2 



è suscettibile di sei valori differenti, che si ottengono me- 
diante il complesso di sostituzioni 

{{xy)) , ((xyz)) . 

Quando le incognite sono cinque è impossibile ottenere 
una funzione suscettibile di più di due valori. 

Infatti posto 

( 5 ) L=\/ì[ , 

se supponiamo in primo luogo che la sostituzione quin- 

4 

qninomia ((xyzuv)) cangila £ nella 4 r £, ripe- 
tendo altre quattro volte questa sostituzione si avrebbero 
cinque valori differenti, e secondo il sòlito si vedrebbe che 
dev’essere r=5 (giacché ((# y z u v)) K = K ) ; ma 
in tal caso eseguendo sopra L la sostituzione trinomio 
(( x y z)) sarebbe 

(( xijz )) Lz= { ' L , (( xyz )) (t 5 l) = 1 5 L e finalmente 
/ « \ « 

((xyz))\4 J L) ~4 J L = L , il che esige 
che sia * = o , dunque 

{{xyz)) £ — £ 
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cioè la L rimarrebbe invariabile per ogni sostituzione 
trinomia ((xyz)) ; vale a dire so nella L facciamo pri- 
ma l'alternazione (( y 2 )), poscia l’alternazione ((xy)) 
essa ritorna al primitivo valore, perciò essa è una fun- 
zione a due soli valori come la K ; e quindi rimane inva- 
riata anche per una sostituzione quinquinomia, contro 

quanto avevamo supposto. — Se supponiamo in secondo 

\ 

luogo che la sostituzione trinomia cangi la L nella K L 
vedremo al solito che dev’essere r = 5; ed in tal caso 
eseguendo sulla L uno qualunque sostituzione quinquino- 
mia ((xyz uv)) ne conchiuderemo come sopra 

' 5 1 

t 3 = t , t = o , e (( xyzuv))L=L , 

cioè la L rimane invariabile per ogni sostituzione quinqui- 
nomia. Ora se sulla disposizione x, y , z, u, v eseguia- 
mo successivamente le due sostituzioni quinquinomie 
((x y z u v)) , (( y z xv u)) otteniamo le disposizioni 

y,z,u,v,x $ z t x,y,u,v 

l’ultima delle quali differisce dalla prima perla sostituzione 
trinomia (( x zy )) , dunque 

((xzy)) L=z((yzxvu)) \((xyzuv))L\ — L , 



cioè la L rimane invariabile anche per ogni sostituzione 
trinomia, e cosi ricadiamo nella stessa conclusione del 
primo caso. 

L’ equazione generale di 5.° grado, che non può quindi 
risolversi col mezzo dell’ estrazione di radice, si risolve 
mediante l'operazione espressa da 




5 

A4- ^ h-\~i/h • . . 
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ossia niedianle la risoluzione della x s x — A . Questo 
teorema annunciato dall’ Eisensteim nel /. Creile 1844, 
T. XXVIII, pag. 81 , appartiene forse al Jerrard. Veggansi gli 
Annali di Matematica di Roma 1838, N.° 4, pag. 238, 239. 

L’ equazione binomia x n — A = 0 è immediatamente 
risolta mediante il postulato 4.° ; che se si voglia ado- 
perare soltanto i due primi postulali, I' equazione è riso- 
lubile nel solo caso di n primo e = 2' + I . 



\ 



Venezia. — Cui li|»i «li G. Anioni-Ili. — — iKfiS. 
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